Nachtrag Satz 4.9

Niklas Biihler

Wiederholung Folgende Begriffe werden fiir die beiden Hilfssétze zu Satz 4.9
benstigt.

Sei X C R und r € R. r heifst Hiufungspunkt von X, wenn in jedem offenen
Intervall I mit r € I eine von r verschiedene Zahl aus X enthalten ist. r heifst
Kondensationspunkt von X, wenn fiir alle I mit r € I sogar |I N X| > ¥ gilt,
also wenn |I N X| iiberabzéhlbar viele Elemente enthélt. Mit H(X) bezeich-
nen wir die Menge aller Hiufungspunkte von X, mit K(X) die Menge aller
Kondensationspunkte von X. X ist abgeschlossen, wenn H(X) C X und H(X)
abgeschlossen ist. X heifit perfekt, wenn H(X) = X.

Satz von Cantor und Bendixson Fiir alle abgeschlossenen Telmengen X
von R existieren Teilmengen Y, Z von R mit:

() X=YUZ,

)
(i) YNZ=0,

(iii) Y perfekt,

(iv)

Beweis. Sei X C R abgeschlossen. Dann ist K(X) C H(X) C X. Setze Y :=
K(X)und Z := X \'Y. Somit sind (i) und (ii) schon erfiillt.

Jeder Punkt von Z ist kein Kondensationspunkt. Deshalb liegt er in ei-
nem offenen Intervall mit rationalen Endpunkten, das h6chstens abzéhlbar viele
Punkte enthélt. Da es nur abzdhlbar viele offene Intervalle mit rationalen End-
punkten gibt, ist Z Teilmenge einer héchstens abzdhlbaren Teilmenge von X,
also ist |Z]| < No.

Wegen H(K(X)) C K(X) ist H(Y) CY. Wenn aber r € Y ist, dann liegen
in jedem offenen Intervall I mit r € I {iberabzihlbar viele Punkte von Y. Es ist
also r € H(Y) und damit H(Y) C Y. Somit gilt H(Y) =Y und Y ist deshalb
perfekt. O

1Z] < Ro.

Hilfssatz 4.11 Eine perfekte Teilmenge von R ist leer oder hat die gleiche
Maéchtigkeit wie R.

Beweis. Sei ) # X C R perfekt. Wir zeigen “2 < X, dann ist | X| = |R|, weil
IR| = 2% = |«2].

Sei also I:={I =[ar,b;] CR| Iz € X :ay <z < br}.
Da X # (), ist auch I # (). Die Menge Seq,,({0,1}) = [J{’2 | i € w} enthilt alle
endlichen Folgen von 0 und 1. Wir definieren eine Abbildung & : Seq,,({0,1}) —
I, sodass fiir alle Folgen s,t € Seq,,({0,1}) gilt:



(i) (Def(s) =iAh(s) =1I) = by —ay <27,
(i) s €t — h(t) C h(s),
(iii) Def(s) =i Ato = sU{(i,0)} Aty = s U{(i,1)} = h(to) Nh(t1) = 0.

Daraus folgt “2 < X: Jedes f € “2 bestimmt nach (i) und (ii) eine Folge
(h(f ] %))icw von Intervallen aus I mit A(f | 0) D h(f | 1) D ..., deren Lingen
gegen 0 konvergieren, also eine Intervallschachtelung. Sei r; deren Grenzpunkt.
Nach Definition von I'ist r; € H(X) U X = X, da H(X) = X. Wegen (ii) und
(iii) ist die Funktion ¢ : “2 — X, mit f — 7 injektiv.

Nun miissen wir eine Funktion h definieren, sodass (i), (ii) und (iii) gelten:
Da jeder Punkt von X auch ein Haufungspunkt von X ist, liegen in einem
Intervall I aus I mindestens zwei Punkte von X, 2y und x1. Zu diesen existieren
zueinander disjunkte Intervalle Iy und I7; aus I mit Iy C I, 11 C I,z¢ € Iy und
x1 € I, deren Langen hochstens halb so grofs sind wie die Lénge von I. Mithilfe
einer Auswahlfunktion auf Pot(I x I) lassen sich daher Funktionen hg, hy : I — I
gewinnen, sodass fiir alle I € [ gilt:

i)' ho(I) und hq(I) sind hichstens halb so lang wie I,
i)’ ho(I) C I und hy(I) C 1,
iii)" ho(I)Nhi() = 0.

Sei Iy ein Intervall aus I, das eine Linge < 1 hat. Wir definieren h auf Seq,,({0,1})
induktiv durch h(() := Iy, und fiir s € Seq,,({0,1}) mit Def(s) = i:

h(s U {(i,0}) := ho(h(s)) und h(s U {(i,1}) := hy(h(s)).

Dann gelten (i), (ii) und (iii). O

Satz 4.9 Maichtigkeit abgeschlossener Teilmengen von R
X abgeschlossene Teilmenge von R = (| X| < Rg V | X| = [R|).

Beweis. Jede abgeschlossene Teilmenge X C R, hat laut dem Satz von Cantor
und Bendixson eine Aufteilung in disjunkte Teilmengen X = Y U Z, wobei YV
perfekt ist und | Z| < Rg. Wegen Hilfssatz 4.11 ist also |Y| € {0, |R|} und deshalb
[ XT = (Y]+12]) € Ro U{Ro, [R|} 0



