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Im Folgenden seien z und y Mengen, w = {0,1,2,...}, ¢ € w, a und S
Ordinalzahlen, 6 eine Limeszahl und k eine Kardinalzahl.

1 Machtigkeiten

1.1 Definition Miéchtigkeitsrelationen

(i) x ist gleichmdchtig mit y (kurz x ~y) : <= 3If f: b, Y,

(ii) « ist hochstens so mdichtig wie y (kurz x <y) : < 3If f:x g, Y,
(iii) « ist schmdchtiger als y oder y ist mdchtiger als x (kurz x < y) : <
T YNz ~y.

1.6 Satz von Cantor Fiir alle x gilt < Pot(xz).

Beweis. Die auf = definierte Funktion g mit u — {u} ist eine Injektion von x in
Pot(z). Also ist « < Pot(x).

Wir zeigen, dass es keine surjektive (und damit keine bijektive) Funktion von x
auf Pot(x) geben kann. Dann ist -z ~ Pot(z), also z < Pot(z).
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Annahme: 3f : © —= Pot(x).

Sei z :={u €z |ué¢ flu)} € Pot(zr) = Bild(f). Fiir geeignetes v € x ist
z = f(v), da f surjektiv ist. Dann ist aber v € f(v) <= v ¢ f(v) ein
Widerspruch.

Somit gibt es keine Surjektion (und damit keine Bijektion) von z nach Pot(z)
und es gilt ~x ~ Pot(x), also = < Pot(x). O

1.7 Satz Va 36 a < .

Beweis. Sei « gegeben. Wihle 3 so, dass = < « (Satz von Hartogs). Dann ist
a = B (Konnexitdt von C) und —a ~ 3, also a < 3. O

1.8 Definition Die Alephfunktion
(i) Ny :=0, falls = Oz z,
(11) NO = w,



(iii) Wo41 := das kleinste 8 mit X, < 3,
(iV) Ns 1= U{Nﬁ | b < 5}

Jedes N, ist eine Limeszahl.

Anschauliche Anordnung 0 <1 <2< - <w=8~w+1~- -~
WBwWr - <R AR F T <Ny Ry b1 s <N, ~ Ry 1.,
Alle Kardinalzahlen ab Ry sind unbekannt (und werden es bleiben).

2 Kardinalzahlen

Kardinalzahlen sind die kleinsten Vertreter der Aquivalenzklassen der Michtig-
keiten von Ordinalzahlen. Ab hier argumentieren wir in ZFC.

2.1 Definition Kardinalzahlen

x ist Kardinalzehl : < = € wV da x = N,.

2.3 Satz Rolle der Kardinalzahlen als Michtigkeitsmafistibe

Ve 3k 2 ~ k.

2.4 Definition Michtigkeit einer Menge

. 1 € w mit x ~ 14, falls x endlich,
|z| := das k mit x ~ k, also |z| := . .
N, mit x ~ N, falls  unendlich.

2.6 Definition Abzihlbarkeit, Unendlichkeit, Uberabzihlbarkeit
abzéihlbar : <> |z| < Ny,
x heiftt abzihlbar unendlich : < |x| = Ny,
Gberabzdhlbar : <= |x| > Ny,
Beispiele
(i) w x w ist abz&hlbar unendlich,
(ii) Pot(w) ist tiberabzihlbar,

2.7 Satz Die Vereinigung von hochstens R, vielen Mengen einer Machtigkeit
< N, hat eine Machtigkeit < N, d.h.

X <R AVY(y € X = [yl <Xa) = || X] < Ra.
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Beweis. Sei | X| < N, und g : X —> X,. Fiir alle y € X sei |y| < N,, also

{fIf:y g, Ny} # 0. Zu jedem y € X wihlen wir eine Injektion von y in R,
indem wir von einer Auswahlfunktion h auf

{{f € ¥R, | f Injektion} | y € X}



ausgehen. Fiir h({f € YR, | f Injektion}), also die zu y gewéhlte Injektion von y
in X,, schreiben wir kurz h,. Wir definieren eine Injektion f von [J X in R, X R,
dadurch, dass wir fiir z € [J X

f(z) = (v0,7m)

setzen; hierbei sei 7o die kleinste Ordinalzahl v mit z € ¢g~!(y) und es sei
Y1 = Ng-1(y,)(2). Damit ist [J X <R, x Ry ~ Ry, also [[JX] <R, O

2.14 Satz Maichtigkeiten von Z und Q
(i) 1Z] =N,
(i) Q] = Ro.
Beweis. Zu (i): Ohne Z formal einzufiihren ist

2n —1, fallsn > 0,

f:7Z — w mit n —
—2n, falls n < 0.

eine Bijektion.
Zu (ii) argumentiert man dhnlich. O

2.15 Satz Machtigkeit von R
R| = 2% (= [*2]).
Beweis. f,g:R — R seien definiert durch

0, falls r = 0,

flr) = T}rp falls r > 0,
L, fallsr < 0.

r+1

9(r) = —5—-

Dann ist g o f eine Bijektion von R auf das Intervall (0, 1). Daher ist
R~ (0,1). (1)

Indem wir einer reellen Zahl aus (0, 1) ihre nicht-abbrechende Dualdarstellung
zuordnen und dieser die Folge ihrer Dualziffern, erkennen wir, dass (0,1) < N2
, also, mit (1), dass [R| < 2%, Umgekehrt ergibt sich 2% < |R| dadurch, dass
wir einem f € ®02 die reelle Zahl > :° J,E—Ql zuordnen.

O

3 Die Kontinuumshypothese

Fiir endliche 7 gilt: 2¢+1 > i + 1. Cantors Vermutung 1878 war 280 — N, . Diese
Hypothese ist jedoch in ZFC nicht entscheidbar.

Fiir offene und abgeschlossene Teilmengen gibt es Sétze, die Aussagen iiber
deren Michtigkeiten treffen.



Interessante Beispiele ohne offene Teilmengen
1
N:={-|neN
{lnen}

ist nicht abgeschlossen (Haufungspunk 0 nicht enthalten) und enthélt keine of-
fenen Teilmengen. Sie ist offensichtlich abzdhlbar unendlich: f : N — N, n — %

Die rationalen Zahlen Q C R sind ebenfalls nicht abgeschlossen (jede irratio-
nale Zahl lasst sich durch Briiche approximieren) und enthélt auch keine offenen
Teilmengen. Q ist auch abz&hlbar unendlich (Satz 2.14 oder Cantors Diagonal-
argument).

Die Cantor-Menge ist ebenfalls abgeschlossene Teilmenge von R und enthélt
keine offenen Teilmengen. Sie ist jedoch iiberabzéhlbar.
Definition CH (,Continuum Hypothesis®)
2N0 = Nl:

wobei 2% die Michtigkeit der reelen Zahlen, also des Kontinuums, ist.

Definition CH*
VX (X CRA X unendlich = X ~ Xy VX ~R).
CH ist in ZFC aquivalent zu CH*.

Definition GCH (,General Continuum Hypothesis)

Va 28 =N, ;.

Definition GCH*
VX (X unendlich = ~3Y (X <Y AY < Pot(X))).
GCH ist in ZFC aquivalent zu GCH*.

4.8 Satz Michtigkeit offener Teilmengen von R
X offene Teilmenge von R = (X =0V |X]| = |R]).

Beweis. Ist X eine nicht leere offene Teilmenge von R, so umfasst X ein nicht
leeres offenes Intervall I. Im Beweis von Satz 2.15 (i) (Méchtigkeit der reellen
Zahlen) haben wir gesehen, dass das offene Einheitsintervall (0,1) die gleiche
Michtigkeit wie R hat. Da offenbar [(0,1)| = |I|, ist |R| = |I| < |X| < |R], also
[ X| = [R]. O

Satz 4.8 gilt gleichermafen fiir Mengen reeller Zahlen, die eine nicht leere
offene Menge umfassen.

4.9 Satz Machtigkeit abgeschlossener Teilmengen von R
X abgeschlossene Teilmenge von R = (| X| < Xy V | X| = |R|).

Ohne Beweis.



