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Im Folgenden seien x und y Mengen, ω = {0,1,2, . . . }, i ∈ ω, α und β
Ordinalzahlen, δ eine Limeszahl und κ eine Kardinalzahl.

1 Mächtigkeiten

1.1 De�nition Mächtigkeitsrelationen

(i) x ist gleichmächtig mit y (kurz x ∼ y) :⇐⇒ ∃f f : x
bij−−→ y,

(ii) x ist höchstens so mächtig wie y (kurz x � y) :⇐⇒ ∃f f : x
inj−−→ y,

(iii) x ist schmächtiger als y oder y ist mächtiger als x (kurz x ≺ y) : ⇐⇒
x � y ∧ ¬x ∼ y.

1.6 Satz von Cantor Für alle x gilt x ≺ Pot(x).

Beweis. Die auf x de�nierte Funktion g mit u 7→ {u} ist eine Injektion von x in
Pot(x). Also ist x � Pot(x).
Wir zeigen, dass es keine surjektive (und damit keine bijektive) Funktion von x
auf Pot(x) geben kann. Dann ist ¬x ∼ Pot(x), also x ≺ Pot(x).

Annahme: ∃f : x
surj−−−→ Pot(x).

Sei z := {u ∈ x | u /∈ f(u)} ∈ Pot(x) = Bild(f). Für geeignetes v ∈ x ist
z = f(v), da f surjektiv ist. Dann ist aber v ∈ f(v) ⇐⇒ v /∈ f(v) ein
Widerspruch.
Somit gibt es keine Surjektion (und damit keine Bijektion) von x nach Pot(x)
und es gilt ¬x ∼ Pot(x), also x ≺ Pot(x).

1.7 Satz ∀α ∃β α ≺ β.

Beweis. Sei α gegeben. Wähle β so, dass ¬β � α (Satz von Hartogs). Dann ist
α � β (Konnexität von ⊆) und ¬α ∼ β, also α ≺ β.

1.8 De�nition Die Alephfunktion

(i) ℵx := ∅, falls ¬ Oz x,

(ii) ℵ0 := ω,
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(iii) ℵα+1 := das kleinste β mit ℵα ≺ β,

(iv) ℵδ :=
⋃
{ℵβ | β < δ}.

Jedes ℵα ist eine Limeszahl.

Anschauliche Anordnung 0 ≺ 1 ≺ 2 ≺ · · · ≺ ω = ℵ0 ∼ ω + 1 ∼ · · · ∼
ω ⊕ ω ∼ · · · ≺ ℵ1 ∼ ℵ1 + 1 ∼ · · · ≺ ℵ2 ∼ ℵ2 + 1 ∼ · · · ≺ ℵω ∼ ℵω + 1 . . .
Alle Kardinalzahlen ab ℵ1 sind unbekannt (und werden es bleiben).

2 Kardinalzahlen

Kardinalzahlen sind die kleinsten Vertreter der Äquivalenzklassen der Mächtig-
keiten von Ordinalzahlen. Ab hier argumentieren wir in ZFC.

2.1 De�nition Kardinalzahlen

x ist Kardinalzahl :⇐⇒ x ∈ ω ∨ ∃α x = ℵα.

2.3 Satz Rolle der Kardinalzahlen als Mächtigkeitsmaÿstäbe

∀x ∃!κ x ∼ κ.

2.4 De�nition Mächtigkeit einer Menge

|x| := das κ mit x ∼ κ, also |x| :=

{
i ∈ ω mit x ∼ i, falls x endlich,

ℵα mit x ∼ ℵα, falls x unendlich.

2.6 De�nition Abzählbarkeit, Unendlichkeit, Überabzählbarkeit

x heiÿt

 abzählbar :⇐⇒ |x| ≤ ℵ0,
abzählbar unendlich :⇐⇒ |x| = ℵ0,
überabzählbar :⇐⇒ |x| ≥ ℵ1,

Beispiele

(i) ω × ω ist abzählbar unendlich,

(ii) Pot(ω) ist überabzählbar,

2.7 Satz Die Vereinigung von höchstens ℵα vielen Mengen einer Mächtigkeit
≤ ℵα hat eine Mächtigkeit ≤ ℵα, d.h.

|X| ≤ ℵα ∧ ∀y(y ∈ X → |y| ≤ ℵα)→ |
⋃
X| ≤ ℵα.

Beweis. Sei |X| ≤ ℵα und g : X
inj−−→ ℵα. Für alle y ∈ X sei |y| ≤ ℵα, also

{f | f : y
inj−−→ ℵα} 6= ∅. Zu jedem y ∈ X wählen wir eine Injektion von y in ℵα,

indem wir von einer Auswahlfunktion h auf

{{f ∈ yℵα | f Injektion} | y ∈ X}
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ausgehen. Für h({f ∈ yℵα | f Injektion}), also die zu y gewählte Injektion von y
in ℵα, schreiben wir kurz hy. Wir de�nieren eine Injektion f von

⋃
X in ℵα×ℵα

dadurch, dass wir für z ∈
⋃
X

f(z) = (γ0, γ1)

setzen; hierbei sei γ0 die kleinste Ordinalzahl γ mit z ∈ g−1(γ) und es sei
γ1 = hg−1(γ0)(z). Damit ist

⋃
X � ℵα × ℵα ∼ ℵα, also |

⋃
X| ≤ ℵα.

2.14 Satz Mächtigkeiten von Z und Q

(i) |Z| = ℵ0,

(ii) |Q| = ℵ0.

Beweis. Zu (i): Ohne Z formal einzuführen ist

f : Z→ ω mit n 7→

{
2n− 1, falls n > 0,

−2n, falls n ≤ 0.

eine Bijektion.
Zu (ii) argumentiert man ähnlich.

2.15 Satz Mächtigkeit von R

|R| = 2ℵ0(= |ℵ02|).

Beweis. f, g : R→ R seien de�niert durch

f(r) :=


0, falls r = 0,
1

r+1 , falls r > 0,
1

r−1 , falls r < 0.

g(r) :=
r + 1

2
.

Dann ist g ◦ f eine Bijektion von R auf das Intervall (0,1). Daher ist

R ∼ (0,1). (1)

Indem wir einer reellen Zahl aus (0,1) ihre nicht-abbrechende Dualdarstellung
zuordnen und dieser die Folge ihrer Dualzi�ern, erkennen wir, dass (0,1) � ℵ02
, also, mit (1), dass |R| ≤ 2ℵ0 . Umgekehrt ergibt sich 2ℵ0 ≤ |R| dadurch, dass
wir einem f ∈ ℵ02 die reelle Zahl

∑∞
i=0

f(i)
22i+1

zuordnen.

3 Die Kontinuumshypothese

Für endliche i gilt: 2i+1 > i+ 1. Cantors Vermutung 1878 war 2ℵ0 = ℵ1. Diese
Hypothese ist jedoch in ZFC nicht entscheidbar.

Für o�ene und abgeschlossene Teilmengen gibt es Sätze, die Aussagen über
deren Mächtigkeiten tre�en.
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Interessante Beispiele ohne o�ene Teilmengen

N := { 1
n
|n ∈ N}

ist nicht abgeschlossen (Häufungspunk 0 nicht enthalten) und enthält keine of-
fenen Teilmengen. Sie ist o�ensichtlich abzählbar unendlich: f : N→ N, n 7→ 1

n .

Die rationalen Zahlen Q ⊂ R sind ebenfalls nicht abgeschlossen (jede irratio-
nale Zahl lässt sich durch Brüche approximieren) und enthält auch keine o�enen
Teilmengen. Q ist auch abzählbar unendlich (Satz 2.14 oder Cantors Diagonal-
argument).

Die Cantor-Menge ist ebenfalls abgeschlossene Teilmenge von R und enthält
keine o�enen Teilmengen. Sie ist jedoch überabzählbar.

De�nition CH (�Continuum Hypothesis�)

2ℵ0 = ℵ1,

wobei 2ℵ0 die Mächtigkeit der reelen Zahlen, also des Kontinuums, ist.

De�nition CH*

∀X (X ⊆ R ∧X unendlich ⇒ X ∼ ℵ0 ∨X ∼ R).

CH ist in ZFC äquivalent zu CH*.

De�nition GCH (�General Continuum Hypothesis�)

∀α 2ℵα = ℵα+1.

De�nition GCH*

∀X (X unendlich ⇒ ¬∃Y (X ≺ Y ∧ Y ≺ Pot(X))).

GCH ist in ZFC äquivalent zu GCH*.

4.8 Satz Mächtigkeit o�ener Teilmengen von R

X o�ene Teilmenge von R⇒ (X = ∅ ∨ |X| = |R|).

Beweis. Ist X eine nicht leere o�ene Teilmenge von R, so umfasst X ein nicht
leeres o�enes Intervall I. Im Beweis von Satz 2.15 (i) (Mächtigkeit der reellen
Zahlen) haben wir gesehen, dass das o�ene Einheitsintervall (0,1) die gleiche
Mächtigkeit wie R hat. Da o�enbar |(0,1)| = |I|, ist |R| = |I| ≤ |X| ≤ |R|, also
|X| = |R|.

Satz 4.8 gilt gleichermaÿen für Mengen reeller Zahlen, die eine nicht leere
o�ene Menge umfassen.

4.9 Satz Mächtigkeit abgeschlossener Teilmengen von R

X abgeschlossene Teilmenge von R⇒ (|X| ≤ ℵ0 ∨ |X| = |R|).

Ohne Beweis.
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